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Résumé :
Cet article contribue au développement de nouveaux modèles de comportement pour la simulation de la mise en forme
des élastomères chargés. Dans le cadre de la mécanique de l’endommagement continu, le modèle constitutif permet de
prendre en considération la déformation permanente et la variation de volume induite par l’endommagement isotrope.
Quelques exemples numériques sont présentés.
Abstract :
In this study, we propose to enrich a non-linear coupled damaged hyper-elastic behaviour of rubber like material. In
the framework of Continuum Damage Mechanics, the constitutive model takes into account the permanent strain and
the volume variation induced by the isotropic damage. The efficiency of the method is validated with some numerical
examples.
Mots clefs : hyper-élasticité, endommagement continu, déformation permanente, variation de vo-
lume, élastomère
1 Introduction
Les milieux caoutchouteux présentent un comportement mécanique du type hyper-élastique ou visco-hyper-
élastique. La plupart des développements numériques de modèles constitutifs sont réalisés à partir de la fonc-
tion d’énergie libre [1, 2], qui est modifiée en introduisant des variables internes associées à divers phénomènes
physiques. Par exemple, leur grande déformabilité génèrent souvent des micros défauts qui naissent et se
développent dans la pièce. Leurs évolutions conduisent à la création de fissures macroscopiques pouvant être
soit immédiatement visibles provoquant la perte de la pièce, soit volumiques non visibles mettant ainsi en
danger son utilisation. Dans le cas des élastomères purs les effets d’endommagement, dus à des cassures des
réticulations, sont souvent négligeables. La rupture survient brutalement, sans signe précurseur sur le com-
portement mécanique, les liaisons carbonées cèdent. Pour les matériaux chargés, les effets d’endommagement
sont souvent significatifs, ils sont principalement attribués à trois phénomènes d’origine physique différente,
l’endommagement du liant, la rupture des charges et les décohésions entre le liant et les charges.
Un premier travail a été effectué [3], où nous avons proposé d’enrichir un modèle constitutif [4]. Ce dernier
est basé sur l’introduction de deux variables internes dans la fonction d’énergie libre d’Ogden prenant en
compte, respectivement, l’effet Mullins et une déformation rémanente durant des chargements cycliques uni-
axiaux. L’expression de ces deux variables internes dépend exclusivement de la courbe de première charge,
associée à un matériau supposé sain et isotrope. Cette dernière supposition limite le modèle à être appliquer
à des matériaux isotropes qui s’endommagent au cours d’un chargement et ceci jusqu’à la rupture. Ainsi,
dans le cadre de l’endommagement continu, nous avons introduit une troisième variable scalaire associé à la
dégradation irréversible de la matière, et étudier les modifications que cela apporte dans les différentes ex-
pressions des deux premières variables, et dans les résultats de contrainte. Finalement cette approche a été
généralisée au cas 3D en considérant une configuration intermédiare associée à la partie permanente du gra-
dient de déformation [5].
Le modèle constitutif proposé, ici, est aussi basé sur la mécanique de l’endommagement continu et permet
de prendre en considération une déformation permanente et la variation de volume induite par l’endommage-
ment. Les effets visqueux, caractéristique importante des matériaux élastomères, ne seront pas pris en compte
dans cette étude. La formulation mathématique est basée sur la décomposition multiplicative du gradient de
déformation en une partie élastique quasi-incompressible, dont la fonction d’énergie libre dépend, et une partie
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anélastique irréversible et volumique induite par une variable scalaire d’endommagement isotrope, introduite
également dans la même fonction.
L’approche proposée est généralisée à plusieurs types de comportement isotrope d’élastomère ; ceci en uti-
lisant différentes densités classiques d’énergie, souvent exprimées par rapport aux trois invariants du ten-
seur élastiques de déformation (Polynomial généralisé par exemple), ou encore par rapport aux élongations
élastiques principales (Ogden [6]). L’intégration locale des équations non-linéaires est résolue grâce à la
méthode itérative de Newton, et peut être réduite à la résolution d’une seule équation après quelques arran-
gements numériques. Le modèle proposé est finalement implémenté dans le code d’élément fini ABAQUS,
via les routines utilisateurs. Quelques exemples numériques sont présentés pour discuter la capacité du modèle
couplé, à prédire l’évolution de l’endommagement isotrope et la variation de volume dans les élastomères
chargés pendant un processus de mise en forme.
2 Le modèle constitutif
2.1 Formalisme et grande déformation
Pour obtenir un modèle hyper-élastique endommageable avec des déformations permanentes, on utilise une
décomposition multiplicative du gradient de déformation en une partie élastique et une partie anélastique [7, 8] :
F = Fe · Fd ce qui donne, en terme de déterminant : J = JeJd (1)
Où Fe, la composante élastique, représente la transformation réversible, et Fd, la composante permanente,
représente la transformation irréversible liée au processus d’endommagement. Cette dernière est le gradient
permanent de déformation de la configuration initiale vers la configuration endommagée, qui est interprétée
physiquement comme une configuration relâchée obtenue par décharge élastique.
L’équation (1) permet de définir le tenseur de déformation suivant, ainsi que sa dérivée par rapport au temps :
Be = Fe · FeT = (Ve)2 (2)
Ḃe = L · Be + Be · L− 2Ve · Dd∗ · Ve (3)
Le tenseur des dilations Be, et des déformations pures Ve (issu de la décomposition polaire de Fe = Ve · Re)
sont eulériens, ils mesurent les déformations élastiques dans la configuration actuelle.
Quand à L (= Ḟ · F−1) et Dd∗ (= Re ·Dd ·ReT ), ils mesurent les vitesses de déformations, respectivement de la
transformation totale et de la transformation permanente (Dd étant la partie symétrique de ḞdFd−1).
2.2 Cadre thermodynamique
Les élastomères purs ont un comportement incompressible. Les déformations dues au déploiement des chaines
carbonées, ne peuvent induire de variation de volume. Ceci nous amène à satisfaire l’hypothèse d’une trans-
formation élastique isochore ou quasi-isochore. Quand à la transformation permanente, dans le cas d’un
matériaux chargés par exemple, la formation irréversible de microcavités se répercute par une augmentation
non négligeable du volume global du spécimen. Ainsi, au cours d’une sollicitation, nous devrions vérifier :
Je ≈ 1 et ainsi : Jd ≈ J (4)
La dilation J augmente avec l’apparition de l’endommagement dans la pièce. Par rapport à cette affirmation,
dans la littérature, cf [9, 8], on postule une condition de liaison portant conjointement sur J et D (D étant la
variable interne scalaire lié à l’endommagement isotrope). Un potentiel de liaison Φ est ainsi défini par :
Φ = Φ(J,D) = J − g(D) = 0 (5)
La fonction g(D) est positive et croissante et elle verifie la condition g(0) = 1 pour conduire à un comporte-
ment incompressible du milieu sain.
Dans le cadre des lois de comportement hyper-élastique isotrope et isotherme, nous considérons la fonction
d’énergie libre W , qui dépend globalement de la composante élastique du mouvement Fe, et des éventuelles
variables internes Ξi associées à divers phénomènes physiques. Nous garderons la même notation de l’energie
libre W indépendamment du choix mathématique des variables décrivant la transformation élastique :
W (Fe, Ξi) ' W (Be,Ξi) ' W (Ie1 , Ie2 , Ie3 , Ξi) ' W (λe1, λe2, λe3, Ξi) (6)
Où les Ii et les λei (i ∈ {1,2,3}) sont respectivement les invariants du tensor Be et les élongations élastiques
principales (c’est à dire les valeurs propres de Ve). Finalement, par combinaison du premier et du second
principe de thermodynamique, l’inégalité fondamentale de Clausius-Duhem est est donnée par :
D = τ : D− Ẇ ≥ 0 (7)
D représente la dissipation mécanique, τ le tenseur-contrainte de Kirchhoff, et D la partie symétrique de L. Un
processus sera dit thermodynamiquement admissible s’il vérifie cette inégalité.
2
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2.3 Choix de l’énergie libre élastique couplée à l’endommagement
Dans cette étude, nous proposons de coupler une forme généraliste hyper-élastique avec la variable interne
d’endommagement isotrope D, déjà présentée au paragraphe précédent, défini par :
W (λ̄ei , J














avec λ̄ei = (J
e)−1/3λei (9)
Cette forme est celle d’Ogden à l’ordre n. Elle est découplée en une partie déviatorique (dépendant les
élongations élastique λ̄ei ) et volumique (dépendant de la dilatation élastique J
e). La performance de ce modèle,
tout comme ceux exprimés par rapport aux invariants du tensor Be (Modèle polynomial de Mooney), dépend
du degré de développement choisi. Le choix des couples de paramètres matériaux (µi,αi) peut s’avérer délicat
car conduisant à des violations du critère de Hill (les tenseurs de déformations élastiques peuvent ne plus être
définis positifs). Cependant son utilisation courante par les expérimentateurs sur des essais simples de sollici-
tation (traction uniaxiale, biaxiale, cisaillement simple) nous pousse à le rendre abordable pour des simulations
tridimensionnelles complexes.
Finalement, la relation (8) permet de rendre compte d’un comportement quasi-incompressible, pour la trans-
formation élastique, si et seulement si, le paramètre matériaux D1 est proche de zéro (le logiciel ABAQUS
préconise une valeur de l’ordre de 10−2 − 10−3 pour satisfaire cette condition).
2.4 Evolution de l’endommagement isotrope



























Cette dernière, injectée dans l’inéqualité de Claudius-Duhem (7), nous donne la relation entre la contrainte et















D = YḊ + τ : Dd∗ ≥ 0
(10)
Y et τ sont respectivement les forces thermodynamiques associées à la variable d’endommagement D et à la






La loi d’évolution d’endommagement découlera alors d’une fonction seuil d’endommagement dans l’espace
des forces thermodynamiques Y, cf [8] :
f(Y; D) = Y −Q(D) ≤ 0 avec Q(D) = Q n
√
D + D0 (12)
Ceci défini, de manière très simple, un critère convexe de non-endommagement, où les paramètres Q et n
définissent l’évolution de l’endommagement (Q pour l’intensité et n pour la linéarité). Quand à D0, il s’agit
d’un seuil de non-endommagement généralement assez petit (D0 << 1).
Pour finir, on utilise une théorie non-associée avec un potentiel de dissipation FD, fonction des forces thermo-
dynamiques Y et τ , cf [8] :









δ̇ ∂FD∂Y si f = 0
0 si f < 0
Dd∗ =
{
δ̇ ∂FD∂τ si f = 0
0 si f < 0
(14)
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Où δ̇, le multiplicateur d’endommagement est déduite de la relation de consistance ḟ = 0, c’est à dire :
δ̇ =
〈τ˚ : D〉





3.1 Aspect numérique du modèle
La résolution du modèle couplé se réduit à une équation scalaire (le critère d’endommagement) et une équation





e)−Q n√D + D0 = 0
Ḃe − LBe − BeLT + 2 R Ḋ Be · τ(Be) = 0
(16)
Les deux inconnus de ce système non-linéaire sont la variable D et le tenseur Be. On utilise la discrétisation
temporelle d’Euler-Implicit et la méthode itérative de Newton-Raphson pour résoudre numériquement le système.
toutes les variables sont connues à l’instant t, ainsi que le gradient de déformation F à l’instant t + ∆t. ∆D
et ∆Be, les incréments de l’endommagement et de la déformation élastique, sont donc les inconnues du même
système discrétisé. Ainsi lorsque le problème est résolu, la contrainte peut être re-calculer à partir de la loi de
comportement (10-1) avec les nouvelles valeurs de Dt+∆t et Bet+∆t. Le modèle est implémenté dans le logiciel
ABAQUS via la routine utilisateur VUMAT pour une intégration globale explicite.
3.2 Application : Simulation d’une plaque trouée en traction
Afin de valider notre approche numériquement, nous proposons de simuler une plaque carréee trouée en trac-
tion. Cette dernière sera modélisée, via le logiciel ABAQUS, suivant les dimensions de la figure 1.
FIG. 1 – Schéma de la plaque trouée
Vu la symétrie géométrique du problème, le calcul se fera uniquement sur un quart de la plaque. On utilisera
des éléments 2D en déformations planes. Les paramètres matériaux du spécimen sont réunis suivant le tableau
1, cf [4].
Le calcul a été réalisé avec et sans endommagement pour la comparaison. Un autre calcul, utilisant le modèle
standard d’ABAQUS, a été aussi fait pour valider la partie purement hyper-élastique (sans endommagement)
de nôtre modèle.
La répartition des contraintes de Von-Mises, au bord du trou, est montrée sur la figure 2, à un temps donné. Le
maximum est atteint en haut et au bord du trou (couleur rouge) sur l’élément fini numéroté 1. Cet élément est
choisi pour tracer les courbes de contrainte-déformation (cf 3), et de variation de volume (cf 4).
On vérifie bien une atténuation de la contrainte due à l’endommagement isotrope D sur la courbe 3, et
une augmentation du volume global de l’élément, sur la courbe 4, due à la dilatation Jd, déterminant de la
déformation permanente générée par l’endommagement. Quand à la dilatation élastique Je, elle décrit un type
quasi-incompressible, proche de 1 tout au long du calcul.
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D0 10−6 Paramètres d’endommagement
R 0.05
FIG. 2 – Contraintes de Von-Mises au bord du troue (MPa)
Strain













STRESS USER (with damage)
STRESS USER (without damage)
FIG. 3 – Contraintes Max (MPa) vs déformation logarithmique
4 Conclusion
Dans cet article, nous avons développé un modèle hyper-élastique endommageable qui prend en compte la
déformation permanente induite par l’endommagement continu isotrope. La formulation est faite en trans-
5
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FIG. 4 – Dilatations élastique (JE), permanente (JD) et total (J) vs déformation logarithmique
formations finies, utilisant le cadre de la thermodynamique des processus irréversible, et une configuration
intermédiaire ou relachée. Le passage d’un milieu incompressible à un milieu qui devient compressible est
étudié, ici, on démontre une augmentation du volume induite par l’endommagement. Le modèle a été utilisé
pour une simulation numérique d’une plaque trouée en traction, via le logiciel ABAQUS, et les résultats sont
conformes aux différents phénomènes envisagés.
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